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液滴撞击弹性悬臂梁行为的全拉格朗日数值方法

蒋璇,孙中国,孙一颉,刘启新,席光

(西安交通大学能源与动力工程学院,710049,西安)

摘要:针对以往研究容易忽略弹性壁面变形对液滴撞击壁面的影响,以及传统网格方法在模拟自

由表面大变形、弹性体耦合上易出现网格畸变等问题,提出了耦合移动粒子半隐式法(MPS)与离

散单元法(DEM)的全拉格朗日液滴-弹性体相互作用数值方法。基于该方法,模拟了跳板效应、液

滴反弹和铺展、板变形和振动等非线性现象,并通过与实验或理论解的对比,验证了方法的准确性。
进一步探究了液滴撞击悬臂薄板的动态过程,分析了撞击速度和角度对液滴与薄板相互作用的影

响。数值结果表明:悬臂梁末端最大偏移量随法向撞击速度呈线性增加,当液滴撞击角度θ≥90°
时,接触时间随撞击角度的增加呈现先减小后增大然后再减小的趋势,当撞击角度θ<90°时,接触

时间随撞击角度的增加呈现先增大后减小的趋势;液滴重心投影点的位置是影响液滴铺展系数与

悬臂梁最大偏移量的主要因素,法向韦伯数相同的情况下,θ≥90°时的液滴铺展系数始终大于

θ<90°的,而θ<90°时的悬臂梁最大偏移量始终大于θ≥90°的。该研究加深了对液滴撞击动力学

的理解,可为涂层工艺和液滴传感技术等提供参考。
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FullyLagrangianNumericalMethodfortheBehaviorofDroplet
ImpactonElasticCantileverBeams

JIANGXuan,SUNZhongguo,SUNYijie,LIUQixin,XIGuang
(SchoolofEnergyandPowerEngineering,Xi’anJiaotongUniversity,Xi’an710049,China)

Abstract:Giventhattheinfluenceofelasticsubstratedeformationontheimpactofdropletson
thesubstratehastendedtobeoverlookedinpreviousstudiesandthetraditionalmeshmethodis
susceptibletomeshdistortioninsimulatinglargedeformationsoffreesurfacesandthecouplingof
elasticbodies,afully Lagrangiannumericalmethodfordroplet-elasticbodyinteractionis
proposed,combiningthemovingparticlesemi-implicit(MPS)methodwiththediscreteelement
method(DEM).Throughthismethod,nonlinearphenomenasuchasthespringboardeffect,

dropletreboundandspreading,platedeformation,andvibrationaresimulated.Theaccuracyof
the methodis validated through comparisons with experimental ortheoreticalresults.
Additionally,anin-depthanalysisofthedynamicprocessofdropletimpactonacantileveredthin
plateisconducted,focusingontheinfluenceofimpactvelocityandangleontheinteraction
betweenthedropletandthethinplate.Numericalresultsindicatethatthemaximumdeflectionat
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theendofthecantileverbeamlinearlyincreaseswiththenormalimpactvelocity.Whenthe
dropletimpactangleθisgreaterthan90°,thecontacttimeinitiallydecreases,thenincreases,and
eventuallydecreasesastheimpactangleincreases.Conversely,whentheimpactangleθisless
than90degrees,thecontacttimeinitiallyincreasesandthendecreasesastheimpactangle
increases.Thespreadingcoefficientofthedropletandthemaximumdeflectionofthecantilever
beamarepredominantlyinfluencedbythepositionofthedroplet’scenterofmassprojection.
UnderthesamenormalWebernumberconditions,thedropletspreadingcoefficientisalways
greaterforθ≥90°thanforθ<90°,andthemaximumdeflectionofthecantileverbeamisalways
greaterforθ<90°thanforθ≥90°.Thisstudyenhancestheunderstandingofdropletimpact
dynamicsandcanprovideinsightsforcoatingprocesses,dropletsensingtechnology,andother
relatedfields.
Keywords:movingparticlesemi-implicitmethod;discreteelementmethod;droplet;elasticbody

  超疏水表面上的液滴弹跳现象广泛存在于风力

机叶片[1]、飞机机翼防冰[2]、表面自清洁[3]、喷墨印

刷[4]和金属淬火[5]等各种工程实际中,大部分相关

研究将壁面假设为刚性,暂未考虑壁面变形。实际

上,液滴撞击弹性表面与撞击刚性表面呈现的动态

行为截然不同。针对雨滴撞击无人机螺旋桨叶

片[6]、农药 喷 洒 在 植 物 叶 片[7]、雨 滴 撞 击 昆 虫 翅

膀[8]、水滴滴在能量收集器表面[9]等情况,液滴变形

的同时会将动量传递给弹性壁面,使其出现变形甚

至振动,这又反过来影响液滴运动。液滴撞击弹性

壁面是一个表面张力对液滴行为起重要控制作用的

双向流固耦合问题,相关机理研究可为生物、农业、
航空航天等多个领域的发展提供支撑。

Vasileiou等[10]通过建模和实验,研究了基材的

刚度、面密度和阻尼等参数对液滴撞击接触时间的

影响。Gart等[11]基于动量平衡和简单悬臂梁理论

建立分析模型,研究了具有不同结构特性和润湿性

的悬臂梁对雨滴撞击的弹性响应。Upadhyay等[12]

通过实验和理论建模,研究了不同韦伯数与刚度下

液滴弹跳和悬臂震荡的相互关系。然而,液滴撞击

弹性体是一个复杂的非线性问题,对于更为复杂的

弹性基板结构,建立分析模型变得异常困难,精确控

制实验中的影响因素也十分具有挑战性,因此数值

模拟有望成为解决这一难题的有效途径。
现有研究中,通常假设液滴是垂直撞击固体壁

面。但在实际工程中,液滴往往会以其他角度与壁

面发生接触,如液滴自由下落并与移动的表面或倾

斜的表面发生撞击。前人的研究大多集中在刚性壁

面,对于液滴倾斜撞击弹性壁面的研究却鲜有涉及。

Antonini等[13]通过实验研究了倾斜的超疏水刚性

表面对液滴接触时间的影响。Aboud等[14]针对液

滴倾斜撞击刚性壁面的飞溅阈值进行了一系列的研

究。Yin等[15]用格子玻尔兹曼法研究了微结构超

疏水表面上液滴的倾斜撞击。由于液滴倾斜撞击弹

性壁面物理过程复杂及固液界面难以捕捉,鲜有合

适的数值方法能对液滴倾斜撞击弹性超疏水壁面进

行模拟。
传统基于网格的计算流体动力学(CFD)方法,

如水平集法[16]、流体体积法[17]、前沿跟踪法[18]等,
在模拟液滴撞击固体壁面的两相耦合问题时,均是

将计算域离散为固定的欧拉网格,并对界面进行跟

踪与重构。当液滴撞击弹性壁面时,液滴的破碎变

形会使得流体界面难以确定,传统的网格方法无法

对其进行准确模拟。此外,弹性壁面的显著偏转也

会使固液界面难以追踪。因此,传统网格方法需要

耦合其他方法共同来描述运动边界[16],但复杂的耦

合和接口处理算法可能会导致计算效率低和收敛性

差[19]等问题。然而,无网格法在处理此类自由表面

大变形问题时具有天然优势。粒子法的拉格朗日特

性有助于规避传统网格方法中的网格畸变问题,拉
格朗日框架还能够避免 N-S方程中对流项的空间

离散化,有效防止数值扩散。同时,易于捕捉各类界

面的特性使其在多相问题模拟中具有广泛适用性。
本文将移动粒子半隐式法(MPS)与离散单元

法(DEM)耦合后加入表面张力模型,针对液滴撞击

弹性梁的流固耦合问题进行建模,采用 MPS算法

求解流体域,DEM 算法求解固体域,表面张力浸润

模型模拟液滴在弹性表面的浸润,构建的全拉格朗

日模型可以更好地模拟液滴弹跳及弹性壁面变形等

问题。首先,介绍 MPS及DEM算法模型的控制方

程以及对液滴行为起重要作用的表面张力模型;其
次,通过液滴在平面上的铺展、悬臂梁在初始速度场
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下的变形以及液滴撞击超疏水悬臂梁3个算例,验
证了本文模型的准确性;最后,分析液滴撞击速度和

撞击角度对液滴行为和悬臂梁变形的影响。

1 数值算法及模型

1.1 移动粒子半隐式(MPS)法
本文中,液滴部分采用移动粒子半隐式(MPS)

法模拟,此算法将流体域离散为一定数量的粒子,这
些粒子携带流体的属性和流动的物理信息。MPS
法的控制方程包括不可压缩连续方程和不可压缩

N-S方程,分别写为

Δ

·u=0 (1)

du
dt=-1

ρ

Δ

p+υ

Δ

2u+f (2)

式中:u为速度矢量;t为时间;ρ为流体密度;p为压

力;υ为运动黏度;f为体积力矢量。

MPS方法将核函数作为权函数衡量粒子间相

互作用,用以建立粒子间的相互作用模型。核函

数[20]采用反比例形式,表示如下

wij(rij)=
re
rij

-1,rij <re

0, rij ≥re

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (3)

式中:rij = rj-ri 为粒子i、j之间的距离,其中

ri和rj 分别为粒子i、j的位置矢量;re为粒子影响

半径。
粒子i、j在ri 和rj 位置处所携带物理量φi、φj

之间的梯度可表示为(φj-φi)(rj-ri)/rj-ri
2,

将粒子i和邻近粒子j之间的梯度向量用核函数加

权求平均,得到粒子i处的梯度向量

<

Δ

φ>i = d
n0∑j≠i

φj-φi

rj-ri
2(rj-ri)wij  (4)

式中:<·>为取平均值运算;d为计算维度,取为2;

n0 为初始粒子数密度;φ为标量物理量,如压力等。
粒子数密度n定义为

<n>i =∑
j≠i

wij (5)

将高斯函数作为扩散方程的解析解,推导出Laplace
算子的表达式

<

Δ

2φ>i =2dn0λ∑j≠i (φj-φi)wij  (6)

式中:λ为补偿系数。
散度算子的表达式可写为

<

Δ

·φ>i = d
n0∑j≠i

φj-φi

rj-ri
2(rj-ri)wij  (7)

式中:φ为矢量物理量,如速度等。

MPS是一种半隐式方法,在求解控制方程的过

程中,首先基于已知信息显式求得中间速度,再通过

泊松方程隐式求得压力,最后对中间速度进行修正,
获取下一个时间步计算所需的信息。本文采用改进

后的压力泊松方程[21],表达式如下

<

Δ

2pk+1>i = (1-γ)ρΔt
(

Δ

·ui)-γ ρ
Δt2
<nk>i-n0

n0
(8)

式中:pk+1 为第k+1时间步的压力;<nk>i 为粒子i
在第k时间步的粒子数密度;Δt为时间步长;γ为混

合系数,取值应在改善压力振荡的同时保持流体体

积守恒,推荐取为[0.01,0.05],本文取0.05。
表面粒子误判会引起泊松方程计算过程中压力

求解病态,从而导致计算崩溃,因此本文引入无表面

粒子判定技术(NSD)[22],通过引入虚拟粒子补偿粒

子数密度缺失,避免了表面粒子的判断。新的粒子

数密度定义为

<n'>i =n0+∑
Nr

i,j
w(rj-ri )-w(l0)  (9)

式中:Nr为粒子i在NSD技术搜索范围内的邻近粒

子数;<n'>i 为补足后的粒子数密度;l0 为粒子间距。
考虑到粒子挤压时的额外补足值,对式(9)修正

后得到

<n″>i =max(<n>i,<n'>i) (10)
式中:<n″>i 为修正后补足的粒子数密度;<n>i 为原

始粒子数密度。

1.2 离散单元(DEM)法
离散单元法是由Cundall和Potyondy[23]提出

的用于模拟结构力学行为的拉格朗日方法,其采用

显示求解格式,将固体域离散化为一堆粒子,无固定

拓扑关系。采用DEM法求解固体运动的控制方程

如下

mdudt=fss+fls+fe (11)

Idωdt =Mss+Mls+Me (12)

式中:m为固体粒子的质量;fss、fls分别为固体粒子

间的作用力以及流体粒子对固体粒子的作用力;fe
为其他外力,如重力等;I为转动惯量;ω为固体旋转

角速度;Mss、Mls分别为固体粒子间的力矩以及流体

粒子对固体粒子的力矩;Me 为其他外力矩。

MPS-DEM双向流固耦合模型通过压力实现流

体与固体之间运动的传递。流体粒子对固体粒子的

作用力与固体对流体的作用力是一对相互作用力,
两者数值相等方向相反。fls 和Mls 分别可写为
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fls=-∑
N

i=1

(<

Δ

p>il20) (13)

Mls=-∑
N

i=1

(rral×<

Δ

p>i)l20 (14)

式中:N 为流体粒子总个数;rral为相对质心的位置

矢量。
在DEM方法中,固体粒子间的作用力可通过

接触模型和粒子连接模型共同计算,受力公式写为

fss=∑
a≠b

fab (15)

式中:fab 为固体粒子a、b之间的接触力。
当两个固体粒子a、b相互挤压时,会在接触面

产生沿法向和切向的位移,挤压产生的接触力由刚

性力、阻尼力、摩擦力构成,如图1所示。
接触力的计算公式[24]如下

fab =fab,n+fab,t (16)

fab,n =
-knδnn-ζnun,δn>0
0, δn≤0 (17)

fab,t=
-ktδtt-ζtut, fab,t <μf fab,n

-μf fab,n ut/ut , fab,t ≥μf fab,n 
(18)

式中:fab,n、fab,t分别为粒子a、b间的法向与切向接

触力;μf为滑动摩擦系数;k、ζ分别为刚度系数和阻

尼系数;δ为挤压位移;u为速度矢量;下标n、t分别

表示法向和切向;n、t分别为法向和切向向量。

图1 接触模型示意图

Fig.1Schematicviewofthecontactmodel

接触模型主要用于模拟散体颗粒间的排斥力,
以防止粒子重叠。然而,在模拟结构体时,接触模型

无法描述结构体内部固体粒子间的连接力,因此需

要引入粒子连接模型,包括粒子-粒子接触连接模型

和平行键连接模型[25]。

粒子-粒子接触连接模型对粒子间径向距离起

约束作用,在该模型中假设两个固体粒子a、b之间

存在一个约束固体粒子距离的梁,其长和高均为L,
宽为t,L=Ra +Rb,Ra、Rb 分别为粒子a 和b的半

径,则固体粒子a、b之间的接触体积为L×L×t,二
维情况下t=1。根据梁理论,粒子-粒子接触连接模

型刚度系数的计算公式可写为

kn =AE
L =tLE

L =Et (19)

式中:E为固体粒子的弹性模量;A为固体粒子间的

接触面积。
平行键模型对粒子间转动起约束作用,在该模

型中假设两个固体粒子a、b之间存在一个抵抗固体

粒子间转动的梁,其长为L,高为2􀭺R,宽为t,􀭺R =
RaRb/(Ra+Rb),则固体粒子a、b之间的接触体积为

L×2􀭺R×t。根据梁理论,平行键模型刚度系数的计

算公式可写为

􀭵kn = E
Ra +Rb

(20)

1.3 表面张力模型原理

液滴撞击弹性表面涉及铺展、弹跳和飞溅等复

杂行为,因此需要稳定且有效的表面张力模型。本

文采用表面自由能表面张力模型[26],通过求解粒子

间的势能,将表面张力转换为体积力进行计算,不仅

鲁棒性高,且在亲/疏水问题研究上具有算法简洁、
精度较高等优势[27]。粒子间的作用力可表示为

F=∂Ep

∂rnij (21)

式中:F 为粒子间的作用力矢量;Ep 为粒子间的势

能;r为两个粒子间的距离;nij 为两个粒子间的单位

方向矢量。
两个粒子间的作用力需要满足短程排斥、长程

吸引的要求,则势能公式定义为

Ep(r)=
1
3C'r-32lmin+

1
2R  (r-R)2,r<R

0, r≥R 
(22)

式中:C' 为修正系数;lmin 为斥力和引力的分界位

置,即表面自由能的极值点;R 为表面自由能模型粒

子的影响域。R 和lmin 是影响表面张力的关键参数,
参考文献[28],本文取lmin =1.5l0,R=3.1l0。

流体与壁面的固-液接触角是在表面自由能模

型的基础上,通过计算流体粒子的受力自动生成。
势能函数定义了不同粒子的势能,并通过不同的修

正参数C'来区别不同物质的表面张力。其中,流体
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粒子间的修正参数Cs[26]可根据流体物性求得,流
体粒子与固体壁面粒子间的修正参数Cf 的计算公

式可写为

Cf=Cs
2
(1+cosΨ) (23)

式中:Ψ 为液滴接触角,即壁面与液滴外轮廓切线

的夹角。

2 模型验证

2.1 液滴在平板上浸润过程模拟

采用表面自由能表面张力模型描述液滴在平板

上的浸润,分别对亲/疏水状况下的浸润现象进行模

拟。预设液滴与刚性平板的理论接触角分别为60°
和150°,采用直径为2.80mm的圆形液滴,其初始

粒子间距为0.05mm,密度为1000kg/m3,运动黏

度为1×10-6m2/s,表面张力系数为0.072N/m。
在表面张力及固液浸润作用下,液滴发生变形

的过程如图2所示。表1给出了液滴接触角理论值

与模拟值的对比。由图2和表1可见,液滴浸润亲/
疏水壁面的过程均符合物理基本原理,且模拟稳定

后的液滴接触角与理论值的误差均在3%以内,表
明本文所用表面张力模型和固液接触模型的正

确性。

图2 液滴浸润时间序列图

Fig.2Timeseriesofdropletwetting

表1 液滴接触角的理论值与模拟值对比

Table1 Theoreticalandsimulatedcomparisonofdroplet

contactangles

接触角/(°)

理论值 模拟值
相对误差/%

60 61.36 2.26
150 150.04 0.02

2.2 悬臂梁在初始速度场下的变形

为了验证离散单元法在处理弹性固体大变形时

的准确性,对弹性悬臂梁的振荡变形进行模拟。
图3给出了弹性悬臂梁的示意图,悬臂梁长度Lb

为0.20m,宽 H 为0.02m,材料的体积和剪切模量

分别为3.25×106、7.15×106N/m2。

图3 悬臂梁算例示意图

Fig.3Schematicviewofcantileverbeamtests

在悬臂梁的自由端施加一个初始速度v(x),另
一端固定于墙壁,统计悬臂梁末端位移随时间的变

化。初始时刻,悬臂梁整体的速度场[29]如下

v(x)=

βc
(sinkwLb+sinhkwLb)(coskwx-coshkwx)
2(coskwLbsinhkwLb-sinkwLbcoshkwLb)- 

(coskwLb+coshkwLb)(sinkwx-sinhkwx)
2(coskwLbsinhkwLb-sinkwLbcoshkwLb) 

(24)

式中:v为y方向的运动速度;β为速度增幅系数,取

为0.01;c为声速;kw 为波数,取kwLb=1.875。

观察发现,悬臂梁自由端在初始速度场的作用

下发生类似周期运动的无衰减振荡。将悬臂梁末端

振动生成曲线的振动周期与振幅分别除以悬臂梁长

度,可得到无量纲振动周期和振幅。表2给出了本

文模拟结果与理论解及其他模拟结果的对比。可以

看出,本文结果与理论解基本一致。

表2 悬臂梁振动模拟结果与解析解及其他模拟结果

的对比

Table 2 Comparison ofcantilever vibration simulation

resultswithanalyticalsolutionsandresultsfrom

otherstudies

方法 无量纲振动周期 无量纲振幅

理论解 72.39 0.115

本文 72.70 0.115

Hwang等[30] 72.40 0.113

Rafiee和Thiagarajan[29] 82.20 0.126

Antoci等[31] 81.50 0.126

Gray等[32] 82.00 0.125

将监测到的悬臂梁自由端位移变化与解析解进

行对比,得到的结果如图4所示。由图可见,本文采

用DEM法模拟的结果与理论解吻合较好,验证了

模型的准确性。
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图4 悬臂梁末端位移模拟结果与解析解的对比

Fig.4Comparisonbetweensimulationresultsand
analyticalsolutionsofdisplacementatthe
endofthecantileverbeam

2.3 液滴撞击不同长度超疏水悬臂梁

液滴撞击刚性壁面时,会经历铺展-回缩-反弹

等过程,液滴能量实现动能-表面能-动能的转变。
但在液滴撞击弹性表面时,能量的转换与撞击刚性

表面有所不同,壁面的变形会产生一种新的能量转

换机制,即液滴与弹性壁面的动能-弹性能转换机

制[33]。已有研究表明:液滴从弹性表面反弹后,悬
臂梁将会进入自由振动状态,以第一模态或固有频

率进行振动。出现这种现象的原因可能是与恢复力

相比,液滴的冲击力较小,导致梁只在自然模式下受

到激励。振动过程可用一阶振动频率[19]描述为

fb =3.522π
EI

mbL3b(1-μ2)
(25)

式中:fb 为悬臂梁的振动频率;mb 为悬臂梁的质

量;μ为泊松比。由此,梁的振荡周期可写为τb =
1/fb。

采用MPS-DEM模型对液滴撞击不同长度(8、10、

12、15、18、20mm)悬臂梁的过程进行模拟,悬臂梁厚度

为0.25mm,液滴的撞击速度为0.8m/s。将数值模拟

得到的悬臂梁末端位移随时间的变化曲线通过快速傅

里叶变换转换到频率域,如图5所示。可以看到,悬臂

梁末端位移振幅谱中曲线的波峰尤为明显,表明在液

滴撞击悬臂梁的过程中,悬臂梁将以最大振幅处频率

发生振动。此外,当悬臂梁长度增加时,其振动频率会

呈现减小趋势。
从振幅谱中提取不同长度悬臂梁对应的主频率

f,通过τ=1/f计算悬臂梁的振荡周期,并与理论

解和基于光滑粒子流体动力学方法(SPH)的结

果[19]进行对比,如图6所示。可以看出,采用 MPS-
DEM模型计算得到的振动周期与理论结果更吻合。

图5 悬臂梁末端位移振幅谱

Fig.5Amplitudespectrumofenddisplacementof
thecantileverbeam

图6 悬臂梁末端振荡周期 MPS-DEM法模拟结果与

理论解及SPH法结果的对比

Fig.6 Comparisonof MPS-DEM simulationresults
withtheorysolutionsandSPHresultsforthe
endvibrationperiodofthecantileverbeam

3 算例与结果分析

本节采用 MPS-DEM法,对液滴以不同的速度

和角度撞击悬臂梁末端的动态行为进行研究。接触

时间是表征超疏水表面非润湿性能的重要参数,是研

究防结冰等问题关键参数[1]。本文中,接触时间定义

为液滴第一次接触壁面到弹起离开壁面的持续时间。
本节算例中,液滴与悬臂梁均由粒子离散,设置

粒子间的初始距离为0.05mm,液滴的初始直径为

2.80mm,密度为1000kg/m3,表面张力系数为

0.072N/m。如无特别说明,悬臂梁的尺寸为15mm×
0.5mm,密 度 为5000kg/m3,弹 性 模 量 为3×
108N/m2,泊松比为0.3。定义液滴重心投影点为

液滴重心沿速度方向在悬臂梁上的投影,初始撞击

点在距悬臂梁末端5mm处,算例示意图如图7所

示,其中θ为液滴撞击角,V为液滴速度,Vt、Vn分别
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为液滴的切向和法向速度。

图7 液滴撞击弹性悬臂梁示意图

Fig.7Schematicviewofdropimpactonelasticcantilever

通过平衡液滴的惯性力和毛细管力,得到液滴

撞击刚性超疏水壁面的理论接触时间[34]为

τr≈ ρD3
0/σ (26)

式中:ρ、D0 分别为液滴的密度和初始直径;σ为表

面张力系数。

3.1 液滴以不同速度撞击悬臂梁

为了分析不同撞击速度对液滴和悬臂梁变形的

影响,保持液滴直径不变,设置撞击速度V 分别为

1.4、1.3、1.2、1.1、1.0、0.9、0.8m/s,撞击角度θ
为90°。

图8 悬臂梁末端偏移量随时间的变化

Fig.8 Variationofenddisplacementofthecantileverbeam
withtime

图8给出了液滴撞击悬臂梁随时间的变化过

程。由图可见,当t=0时,液滴第一次接触悬臂梁

表面。在t=0~3ms过程中,液滴在悬臂梁表面开

始铺展,液滴动能开始转化为表面能。与此同时,液
滴撞击弹性壁面也会对壁面产生作用力,使其发生

振荡,此时一部分液滴动能将转化为悬臂梁的弹性

能。在3ms时,悬臂梁达到最低位置,液滴的铺展

直径也达到最大,液滴动能完全转化为液滴的表面

能和悬臂梁的弹性能。在t=3~7.5ms的过程中,
悬臂梁向上移动将动量传递给液滴,液滴的表面能

也转化为动能。壁面向上运动决定了接触时间的长

短,当t=7.5ms时,悬臂梁末端上升到最高位置,
液滴以煎饼状提前离开悬臂梁表面,即悬臂梁传递

给液滴的垂直动量使液滴在完全缩回前离开表面,
使得接触时间较刚性表面缩短了57%,这种弹性壁

面使液滴接触时间减小的早期起跳机制被称之为

“跳板效应”[33]。在t=7.5~11.6ms的过程中,液
滴与悬臂梁分离,悬臂梁开始向下移动,而液滴在表

面张力的作用下继续缩回,呈明显的棒状形貌。通

过与液滴撞击速度为1.4m/s的实验结果[12]进行

对比,发现液滴行为和悬臂梁末端位移的模拟结果

与实验结果吻合良好。
悬臂梁末端位移的变形量是研究雨滴能量收集

器的关键参数[9]。图9给出了不同撞击速度下,悬
臂梁末端偏移量随时间的变化曲线。由图可见,前
期液滴撞击悬臂梁时,在液滴铺展变形和表面张力

的共同作用下,悬臂梁末端偏移量随时间呈不规则

波动。当液滴反弹离开悬臂梁后,悬臂梁进入自由

振动状态,末端偏移量随时间按固有频率规律运动。
除此之外,不同撞击速度下悬臂梁的振动频率基本

保持不变。

图9 不同撞击速度下悬臂梁末端偏移量随时间的变化

Fig.9 Variationofenddisplacementofthecantilever
beamwithtimeunderdifferentimpactvelocities

悬臂梁的变形与液滴冲击力的大小有关,冲击

力取决于液滴的惯性参数,包括液滴直径和撞击速

度[35]。图10给出了悬臂梁最大偏移量δmax随速度

的变化曲线。观察可得,悬臂梁的最大偏移量与液

滴撞击速度呈明显的线性关系。

3.2 液滴以不同角度撞击悬臂梁

悬臂梁的变形取决于液滴的动量传递,因此在

本节的数值模拟过程中,保持液滴总动量不变,令液

滴以1.4m/s的绝对速度撞击弹性壁面。之前的研

究工作大多局限于液滴锐角撞击刚性壁面,但对于

弹性壁面来说,壁面变形会影响液滴与壁面的运动

501



西 安 交 通 大 学 学 报 第58卷 

 http:∥zkxb.xjtu.edu.cn 

图10 悬臂梁最大偏移量随撞击速度的变化

Fig.10Variationofmaximumdisplacementofthe
cantileverbeamwithimpactvelocity

状态,导致钝角与锐角撞击呈现不同的运动规律。
为了研究不同撞击角度对液滴和悬臂梁运动的影响,

设置液滴撞击角度θ为20°、30°、45°、60°、70°、80°、

90°、100°、110°、120°、135°、150°和160°。
液滴撞击弹性超疏水壁面包括铺展和回缩2个

过程。当液滴倾斜撞击弹性表面时,液滴的形状会

扭曲,且相对于撞击点发生不对称的铺展。本文通

过大量模拟发现:液滴斜撞弹性壁面也会出现与文

献[15]中刚性壁面相似类型的弹跳。图11给出了

液滴以3种角度撞击弹性悬臂梁时,发生的不同类

型弹跳的示意图。由图可见,当θ=120°时,液滴发

生煎饼弹跳,并以煎饼状迅速离开弹性壁面,接触时

间最短。当θ=135°时,液滴在完全回缩到与表面点

接触前反弹,发生不完全回缩弹跳,相较于完全回缩

弹跳,接触时间较小。当θ=150°时,液滴在回缩到与

壁面点接触时离开壁面,发生完全回缩弹跳,接触时

间最长。

图11 液滴以不同角度撞击弹性悬臂梁时的不同类型弹跳

Fig.11Differenttypesofbouncesofdropletsimpactingelasticcantileverbeamsatvariousangles

  图12展示了液滴以不同角度撞击悬臂梁的接

触时间。可以看出,液滴的接触时间随撞击角度非

单调变化。当θ≥90°时,接触时间呈先减小再增加

然后再减小趋势。当θ=100°~120°时,液滴发生煎

饼弹跳,接触时间大辐减小,尤其是θ=120°时,相对

于刚性壁面,接触时间减小了近60%。

图12 不同角度撞击悬臂梁末端时液滴的接触时间

Fig.12 Contacttimeofdropletsimpactingthe
endofcantileverbeamatdifferentangles

定义法向韦伯数如下

We*
n =ρ(Vsinθ)2D0/σ (27)

图13 液滴动能随时间的变化

Fig.13Variationofkineticenergyoftheliquiddroplet
withtime

  绘制液滴的动能变化曲线如图13所示。由图

可见,当θ>90°时,随着液滴撞击角度增加,We*
n 减

小,液滴稳定飞离壁面时的剩余动能越大。当θ=
135°~160°时,由于切向速度的存在,液滴会向悬臂

梁固定端移动,此时悬臂梁变形量较小,液滴回弹能
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量明显更高,悬臂梁无法追上液滴以增加其接触时

间,导致液滴接触时间随撞击角度的增加而变小。
图14给出了撞击角度分别为60°、80°时,液滴

撞击悬臂梁的演变过程。由图可见,当θ=60°时,在
液滴的运动过程中,其水平方向的速度分量导致液

滴在铺展阶段朝向悬臂梁的自由端移动。当液滴进

入回缩升空阶段时,液滴开始向上运动并与表面逐

渐分离。同时,悬臂梁也开始向上运动,且其自由端

相较于近固定端会呈现出更大幅度的上升。这一现

象导致了液滴从表面脱落的延迟,从而增加了液滴

与表面的接触时间。当θ=80°时,液滴发生不完全

回缩反弹,液滴离开弹性壁面时处于回缩过程,液滴

重心沿速度方向在悬臂梁上的投影点相对于初始撞

击点偏移量较小,悬臂梁向上运动传递的动能以及

液滴表面能转换的动能促使其在未完全回缩前离开

弹性壁面,导致液滴的接触时间较小。

图14 θ=60°与θ=80°时液滴撞击悬臂梁的形态演变

Fig.14 Morphologicalevolutionofthedroplethittingthecantileveratθ=80°andθ=60°

  工程实际中,液滴的铺展系数是影响喷墨打印

质量和精度的关键参数[4]。液滴铺展系数的计算公

式可写为

β=Dmax/D0 (28)
式中:Dmax 为液滴铺展最大直径。

图15 铺展系数随法向韦伯数的变化

Fig.15Variationofthespreadingcoefficientwith
thenormalWebernumber

图15给出了法向韦伯数与液滴铺展系数的关

系曲线。由图可见,铺展系数与法向韦伯数成正比,
随着法向韦伯数增加,铺展系数也随之线性增加。
法向韦伯数相同时,液滴在θ≥90°时的铺展系数大

于θ<90°的。根据图13,在相同的法向韦伯数下,
液滴在θ≥90°达到最大铺展直径时的动能总小于

θ<90°的,表明液滴向下铺展过程中会有更多的动

能转换为其他能量。此时,液滴的水平速度分量会

使液滴在撞击过程中向悬臂梁固定端移动,在相同

法向分量的作用下,悬臂梁近固定端的刚度更大,变
形量更小,因此动能更多地转换成了表面能,导致液

滴在θ≥90°时的铺展系数相较于θ<90°时的更大。
进一步观察图15发现,在低法向韦伯数和高法

向韦伯数时,液滴撞击角度对铺展系数的影响均较

小。法向韦伯数较低时,液滴与悬臂梁的相互作用

较弱,因此液滴的法向动能在总动能中所占比例较

小,即液滴动能只有少部分转换为液滴表面能与悬

臂梁变形能,因此即使θ=160°与θ=20°时的液滴在

悬臂梁上重心投影点的相对距离较远,但它们的铺

展系数相近。法向韦伯数较高时,液滴水平速度分

量较小,θ=100°与θ=80°时的液滴重心投影点相对

于初始撞击点的偏移量均较小,所对应的悬臂梁变

形区别不大,因此θ=100°与θ=80°时液滴的铺展系

数相近。
定义无量纲挠度δ*的表达式

δ* =δmax/H (29)
式中:H 为悬臂梁厚度。

图16展示了悬臂梁无量纲挠度随法向韦伯数

的变化曲线。由图可见,悬臂梁的挠度随法向韦伯

数增大而增大。法向韦伯数相同时,液滴在θ<90°
时的悬臂梁挠度大于θ≥90°的,且两者间的差距随

法向韦伯数增大而减小,这是因为当θ<90°时,液滴

在悬臂梁上的重心投影点会偏向于悬臂梁自由端,
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且近自由端的刚度更小,在相同法向韦伯数作用下

的变形量更大,因此当θ<90°时,悬臂梁的挠度更

大。θ=160°和θ=20°时,液滴重心沿速度方向在悬

臂梁上的投影相对距离最远,因此在液滴撞击悬臂

梁的过程中,液滴会以更大的趋势向悬臂梁两端移

动,且当法向韦伯数相同时,悬臂梁近自由端的变形

量小而近固定端的变形量大,故而当θ=160°和θ=
20°时,悬臂梁的挠度差距最大。

图16 悬臂梁无量纲挠度随法向韦伯数的变化

Fig.16 Variationofthenon-dimensionaldeflectionofthe
cantileverbeamwiththenormalWebernumber

图17给出了不同撞击角度下,悬臂梁末端偏移

量随时间的变化曲线。可以看到,由于撞击悬臂梁

的角度不同,导致液滴重心投影点的位置不同,在

30°~80°范围内,悬臂梁的振动周期随撞击角度的

增加而减小。

图17 不同撞击角度下悬臂梁末端偏移量随时间的变化

Fig.17Variationofenddisplacementofthecantileverbeam
withtimeunderdifferentimpactangles

4 结 论

本文 提 出 了 一 种 耦 合 移 动 粒 子 半 隐 式 法

(MPS)与离散单元法(DEM)的全拉格朗日液滴-弹

性体相互作用数值研究方法,该方法对于以惯性、表
面张力和弹性为主的液滴撞击动力学问题具有良好

的适用性,能够成功模拟跳板效应、液滴铺展和回弹

以及板变形和振动等非线性现象。在本文研究的参

数范围内,通过分析液滴以不同速度与角度撞击弹

性超疏水悬臂梁的模拟结果,得到以下结论。
(1)悬臂梁的固有特性决定了当液滴以不同速度

撞击悬臂梁时,其振动频率不会发生变化,但悬臂梁末

端的最大偏移量会随着撞击速度的增大呈线性增加。
(2)液滴以不同角度撞击悬臂梁时,会出现与液

滴垂直撞击弹性壁面类似的弹跳现象,但液滴的接

触时间不随撞击角度单调变化,而是与液滴和悬臂

梁达到最大变形时的相对位置有关。在撞击角度

θ>90°时,接触时间随撞击角度的增加呈先减小再

增加然后再减小的趋势;当撞击角度θ<90°时,接触

时间随撞击角度的增加呈先增大后减小的趋势。
(3)液滴以不同角度撞击悬臂梁时,液滴重心投

影点相对初始撞击点的偏移是影响液滴铺展系数和

悬臂梁最大偏移量的主要因素。铺展系数和悬臂梁

的最大偏移量随法向韦伯数的增大单调递增,且在

相同的法向韦伯数下,液滴在θ≥90°时的铺展系数

始终大于θ<90°的;θ<90°时悬臂梁的最大偏移量

始终大于θ≥90°的,两者的差距随法向韦伯数的增

大而减小。
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